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1 Bayes’sche Fusion

1.1 Entropie

Die Entropie H(Pr(z)) einer diskreten Zufallsgrofe x mit Wertebereich X und Verteilung
Pr(z) ist definiert als

H(Pr(z)) = — Y Pr(z)log(Px(z)). (1)
X

Ist die Zufallsgrofe ¢ kontinuierlich mit Wertebereich = und stetiger Verteilung p(§), so
ist ihre Entropie h(p(§)) definiert als

h(p(€)) = — / p(€) log p(€) de. 2)

Zeigen Sie, dass h nicht aus H bei einer immer feiner werdenden Diskretisierung resultiert.

Hinweis: Diskretisieren Sie dazu den Wertebereich = der kontinuierlichen Zufallsgrofe &,
indem Sie ihn in dquidistante halboffene Intervalle [kA, (k+ 1)A) der Lange A zerlegen.
Nutzen Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung, um den Wert des Integrals

(k+1)A
/k p(e)de

A
zu bestimmen und definieren Sie hieriiber eine diskretisierte Version €A von &. liefert
Ihnen dann die Entropie von £a in Abhéngigkeit von der Feinheit A der Diskretisierung.
Zeigen sie dann

lim H(Pr(€a)) # h(p(£))-



1.2 Unabhiangigkeit; Prinzip der Maximalen Entropie

Peter ist Schiiler der Klasse 8a. Ein Drittel der Schiiler der Klasse 8a hat braune Augen.
Der Anteil der Linkshénder betrigt in der Klasse 8a ebenfalls ein Drittel.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass Peter braune Augen hat und Linkshénder
ist, wenn Sie davon ausgehen, dass die Ereignisse “hat braune Augen” und “ist
Linkshénder” stochastisch unabhéngig sind?

b) Wenden Sie (ohne die Unabhéngigkeitsannahme) das Prinzip der Maximalen Entro-
pie an, um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass Peter braune Augen hat und
Linkshénder ist.

c) Von einer zweidimensionalen diskreten Zufallsgrofe z = (21, 22) seien als Vorwissen
die Marginalverteilungen Pr(z1) und Pr(z) bekannt. Wie lautet die gemeinsame
Verteilung Pr(z1, z2), wenn Sie das Prinzip der Maximalen Entropie anwenden?

Hinweis: Schlussfolgern Sie aus den Ergebnissen der beiden vorangegangenen Auf-
gabenteile und verwenden sie die Ungleichung

— > Pr(z) Y Pr(z1]22)log Pr(z1]20) < — > Pr(z1)log Pr(z1). (3)

z9 z1 Z1

d) Wie ldsst sich interpretieren?

1.3 Bayes’sche Fusion

Die nominale Zielgréfke z hat den den Wertebereich {z4, 25, 2z } mit

za: Objekt vom Typ A vorhanden

zp: Objekt vom Typ B vorhanden

zi: kein Objekt vorhanden.
Zur Beobachtung von z wird ein Sensor eingesetzt. Dieser liefert ein Ergebnis aus der
Menge {da,dp, dx} mit

d4: Objekt vom Typ A detektiert

dp: Objekt vom Typ B detektiert

dg: kein Objekt detektiert.

Das Beobachtungsmodell Pr(d|z) ist (vollstindig) festgelegt durch die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten (Likelihoodmatrix):

| da | dp | dx
za | 0,45 | 0,45 | 0,1
25 | 045|045 | 0,1
2k | 01| 01 |08




Es gilt also z.B. Pr(dx|zx) = 0, 8.

a)

b)

Geben Sie die A-posteriori-Verteilung Pr(z|da) (z € {z4, 2B, 2K }) an, wenn der
Sensor das Ergebnis d 4 liefert und kein Vorwissen iiber z vorliegt.

In einer zweiten Messung liefere der Sensor erneut das Ergebnis d 4. Berechnen Sie
die A-posteriori-Verteilung Pr(z|da,da) (z € {z4, 2B, 2K}), wenn kein Vorwissen
iiber z vorliegt und die Ergebnisse des Sensors als bedingt unabhéngig angenommen
werden kdénnen.

1.4 Bayes’sche Fusion

Fortsetzung von Aufgabe [I.3}

Neben dem in Aufgabe gegebenen Sensor wird ein zweiter Sensor eingesetzt, der
ebenfalls die Ergebnismenge {d4, dp, dx } besitzt. Das zu diesem zweiten Sensor gehorige
Beobachtungsmodell (Likelihoodmatrix) ist wie folgt gegeben:

a)

b)

da | dg | dk
za [ 0,45 ] 0,1 [ 045
zp | 0,1 | 0,45 | 0,45
2k | 0,45 | 0,45 | 0,1

Unterscheiden sich die beiden Sensoren in ihrer Detektions- und Klassifikationslei-
stung?

Die Ergebnisse der beiden Sensoren werden mittels zentralisierter Fusion kombi-
niert. Welche Zusatzannahme muss dazu erfiillt sein? Geben Sie fiir diesen Fall die
kombinierten Likelihoodmatrizen Pr(d(),d®)|z) an. Es gelte:

dW: Ergebnis von Sensor 1

d®: Ergebnis von Sensor 2

Berechnen Sie mittels zentralisierter Fusion die A-posteriori-Verteilung von z fiir
die folgenden Félle:

- Sensor 1 liefert d4, Sensor 2 liefert d4;
- Sensor 1 liefert da, Sensor 2 liefert dp;
- Sensor 1 liefert d4, Sensor 2 liefert dg;

Beide Sensoren liefern d4. Wie lésst sich die A-posteriori-Verteilung von z mit ver-
teilter Fusion berechnen? Nehmen Sie an, dass Sensor 2 eine weitere Beobachtung
da macht. Berechnen Sie auch fiir diesen Fall die A-posteriori-Verteilung von z.



1.5 Bayes’sche Fusion

Fortsetzung von Aufgabe [I.4:

Im Folgenden seien die beiden Sensoren durch ihre Log-Likelihoodmatrizen gegeben.

Sensor 1 hat Beobachtungsmodell log(Pr(dM|z)) wie folgt:

| da | dp | dx
za | 0,799 | -0,799 | -2,303
25 | -0,799 | -0,799 | -2,303
2i | -2,303 | -2,303 | -0,223

Sensor 2 hat Beobachtungsmodell log(Pr(d?|z)) wie folgt:

| da | dp | dx
za | -0,799 | 2,303 | -0,799
25 | -2,303 | 0,799 | -0,799
2k | -0,799 | -0,799 | -2,303

Es liege weiterhin kein Vorwissen iiber z vor. Beide Sensoren machen die Beobachtung
da.

Berechnen Sie die Log-A-posteriori-Verteilung log(Pr(z|d4,d4)).

1.6 Bayes’sche Fusion

Ein Patient wird vom Arzt auf eine Krankheit getestet.

Es ist bekannt, dass ein Prozent der Bevdlkerung an dieser Krankheit leiden. Die Er-
kennungsrate des Tests liegt bei 90 Prozent (d.h. leidet ein Patient an der Krankheit, so
liefert der Test fiir diesen Patienten mit Wahrscheinlichkeit 0,9 das Ergebnis “erkrankt”).
Die Falschalarmrate des Tests betrigt 20 Prozent (d.h. wird ein nicht erkrankter Patient
getestet, so liefert der Test mit Wahrscheinlichkeit 0,2 das Ergebnis “erkrankt”).

Der Arzt erhilt das Testergebnis “erkrankt”.

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Patient tatsichlich die Krankheit hat?
Hétten Sie dieses Ergebnis erwartet?
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